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Наведено математичну модель та 
метод багатокритеріальної оптимізації 
змісту проекту по критеріям строки та 
вартість при наявності обмежень та зада-
них альтернативних варіантах виконання 
комплексів робіт, представлених у вигляді 
сітьових моделей. Описані результати роз-
рахунку тестового прикладу з використан-
ням запропонованого методу
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вартість, математична модель, багато-
критеріальна оптимізація
Приведены математическая модель и 
метод многокритериальной оптимизации 
содержания проекта по критериям время и 
стоимость при наличии ограничений и задан-
ных альтернативных вариантах выполне-
ния комплексов работ, представленных в 
виде сетевых моделей. Описаны результа-
ты расчета тестового примера с использо-
ванием предложенного метода
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This article presents a mathematical model 
and a method for multiobjective optimization 
of project’s content by criteria time and cost if 
the constraints and the alternatives of task ser-
ies are present which are described as network 
models. The proposed method is used on the test 
sample and the results are described
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1. Введение
В последние годы при управлении проектами и 
программами наблюдается увеличение числа возмож-
ных альтернативных вариантов выполнения работ. 
Одна и та же работа или их комплекс могут быть вы-
полнены с привлечением различных исполнителей, 
физических или юридических лиц. Каждый испол-
нитель в свою очередь может применить не одну воз-
можную технологию. В результате появляются аль-
тернативные варианты, отличающиеся содержанием 
работ, их стоимостью, временем выполнения, связями 
с другими работами. При планировании проектов всё 
чаще возникают задачи выбора лучшего сочетания ва-
риантов выполнения работ на отдельных этапах про-
екта. В качестве важнейших критериев рассматривают 
время и стоимость выполнения проекта. В результате 
возникает задача оптимизации содержания проекта по 
критериям время и стоимость.
В работах [1,2] были предложены математическая 
модель и метод минимизации сроков выполнения ра-
бот по проекту при ограничении на его стоимость. 
В этих работах предполагалось, что проект состоит 
из нескольких этапов, при этом на некоторых этапах 
возможные технологии выполнения работ или их со-
вокупностей задаются альтернативными вариантами, 
представленными в виде сетевых моделей. Предло-
женная модель является динамической, с булевыми 
переменными, с алгоритмической целевой функцией и 
с аналитическими ограничениями. Описанный метод 
относится к группе методов неявного перебора. Так-
же предполагается, что любая работа последующего 
этапа в проекте не может быть начата пока не будут 
закончены все работы предыдущего этапа.
В работах [2,3] были разработаны математическая 
модель и метод минимизации затрат по проекту при 
ограничениях на сроки выполнения работ. Остальные 
предположения о задаче аналогичны предыдущему 
случаю. Предложенная модель является динамиче-
ской, с булевыми переменными, с аналитической целе-
вой функцией, с алгоритмическим и аналитическими 
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ограничениями. Описанный метод также относится к 
группе методов неявного перебора.
Однако известные методы решения указанных за-
дач не предполагают рассмотрения многокритери-
альной оптимизации времени и стоимости выполне-
ния проекта при заданных альтернативных вариантах 
выполнения комплексов работ или этапов проекта, 
представленных в виде сетевых моделей и связанных 
со многими предшествующими и последующими ра-
ботами.
2. Цель работы
Создание математической модели и метода двух-
критериальной оптимизации содержания проекта по 
срокам и стоимости. При этом предполагается, что 
альтернативные варианты выполнения комплексов 
работ задаются в виде фрагментов сети, сложным об-
разом связанных с предыдущими и последующими 
работами проекта. 
Предположим, что содержание проекта задаётся в 
виде сетевой модели. При этом операции интерпрети-
руются как узлы сети, а дуги описывают технологи-
ческие взаимосвязи между операциями. Для каждого 
узла будем задавать время выполнения операции, а 
также необходимые финансовые ресурсы. Также пред-
полагается, что в сетевой модели отсутствуют циклы.
Примечание: В данной статье понятия «работа» и 
«операция» рассматриваются как синонимы.
3. Математическая модель и метод оптимизации 
содержания проекта по срокам и стоимости его 
выполнения
Математическая модель содержит две подлежа-
щие минимизации целевые функции, одна из которых 
представляет собой длительность критического пути 
в сетевой модели, описывающей проект, а другая – сто-
имость выполнения проекта.
В модели предполагается, что после завершения от-
дельных этапов выполнения проекта не должно быть 
финансовых задолженностей. Еще одним ограничени-
ем модели является максимальное время выполнения 
проекта. Также предполагается, что на каждом этапе 
проекта может осуществляться не более одного вари-
анта выполнения работ.
Модель имеет вид:
T xпpoeктa hj xhj
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w x Fhj hj
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где Тпроекта − длительность выполнения всех опера-
ций проекта;
whj – стоимость выполнения операций j-го вариан-
та сетевой модели на h-м этапе (может складываться из 
стоимостей нескольких операций);
Mh − количество вариантов выполнения операций 
на этапе h, h H= 1, ;
h − номер этапа выполнения операций;
Н – максимальное количество этапов;
хhj − булевая переменная, равная единице, если осу-
ществляется j-й вариант выполнения операций на h-м 
этапе, и равная нулю в противном случае;
Значение целевой функции (1) Тпроекта = φ( )xhj  пред-
ставляет собой время выполнения проекта, которое 
рассчитывается с помощью метода критического пути 
или иного метода в сетевой модели G A Z W= { }, , ,τ , 
где
G − сетевая модель операций проекта;
A − множество узлов сети, 
A a
hij
= { } , i n j= 1, , h H= 1, , j Mh= 1, ,
где a
hij
– i-я операция, осуществляемая на h-м этапе 
в j-м варианте (альтернативе) сетевой модели;
nj – количество операций в j-м варианте сетевой 
модели;
Z − множество направленных дуг,
Z z
hi pkj f
= { }, , i n j= 1, , k nf= 1, , h p H, ,= 1 , j Mh= 1, , 
f Mp= 1, ,
где z
hi pkj f,
 − дуга, которая выходит из узла i на этапе 
h альтернативного варианта j и входит в узел k на этапе 
p альтернативного варианта f ; i k≠  при p h= ; p h≥ ;
τ  − множество сроков выполнения операций в 
узлах,
τ τ= { }hij , i n j= 1, , h H= 1, , j Mh= 1, ;
где τ
hij
 − срок выполнения i-й операции на h-м эта-
пе для j-го варианта выполнения операций;
W − множество стоимостей выполнения операций 
сети,
W w
hij
= { } , i n j= 1, , h H= 1, , j Mh= 1, ,
где w
hij
 − стоимость выполнения i-й операции на h-
м этапе для j-го варианта выполнения операций;
Значение целевой функции (2) w x Fhj hj
j
M
h
H h
==
∑∑ =
11
 пред-
ставляет собой затраты на осуществление проекта;
Sh − остаток денежных средств после выполнения 
работ на h-м этапе;
Kh − объем денежных средств, выделяемых на h-м 
этапе.
Ограничение (3) предполагает, что при осущест-
влении проекта не должно быть финансовых задол-
женностей после завершения каждого этапа.
Ограничение (4) означает, что время выполнения 
проекта должно быть не больше значения Тзадан, кото-
рое заранее указано заказчиком.
Выражение (5) характеризует ограничение, соглас-
но которому на каждом этапе h можно осуществить не 
более одного варианта выполнения работ.
14
Восточно-Европейский журнал передовых технологий 1/2 ( 43 ) 2010
В модели (1) − (6) могут быть и иные ограничения, 
например, на расходование некоторых ресурсов, в 
том числе кадров, оборудования, сырья, материалов, 
комплектующих.
Предложенная модель является двухкритериаль-
ной, динамической, с булевыми переменными, с алго-
ритмической и аналитической целевыми функциями, с 
алгоритмическим и аналитическими ограничениями.
Для решения задачи (1) − (6) предложен метод мно-
гокритериальной оптимизации содержания проекта 
по срокам и стоимости его выполнения при наличии 
ограничений и заданных альтернативных вариантах 
выполнения работ или их комплексов, представлен-
ных в виде сетевых моделей, основанный на примене-
нии метода минимакса в сочетании с методом неявного 
перебора. Метод предназначен для решения задач 
оптимизации содержания проекта по критериям вре-
мя и стоимость в условиях, когда любая работа после-
дующего этапа в проекте не может быть начата, пока не 
будут закончены все работы предыдущего этапа. При 
этом альтернативные варианты могут относиться как 
к одному этапу выполнения работ, так и к нескольким 
этапам.
Опишем в виде последовательных стадий подго-
товку информации для разработанного метода.
1. Представить в виде сетевых моделей альтер-
нативные варианты выполнения работ по проекту, 
установить их взаимосвязи друг с другом. Определить 
время и стоимость выполнения работ каждой из аль-
тернатив.
2. Провести анализ, цель которого заключается в 
выявлении альтернатив, которые охватывают несколь-
ко этапов. Если некоторая альтернатива охватывает 
более одного этапа, то эти этапы объединить в один.
3. Вычислить нижние границы длительности вы-
полнения операций на каждом h-м этапе, h H= 1, .
Вычисление значений нижней границы предпола-
гает выполнение ряда следующих действий: 
3.1. Для каждого из этапов h H= 1,  ввести логиче-
ские вершины начала S(start) и окончания T(target).
3.2. Для каждого из этапов h H= 1,  рассчитать по 
методу критического пути сроки выполнения всех 
операций каждой из альтернатив thj .
3.3. Для каждого из этапов h H= 1,  рассмотреть 
времена выполнения работ каждой из альтернатив и 
выбрать среди них минимальное t
hmin
.
Множество выбранных минимальных сроков будет 
составлять: T t
h h
H
min min= { } =1 .
4. Вычислить нижнюю границу длительности вы-
полнения операций на H этапах f t
h
h
H
min min
1
1
=
=
∑ .
5. Вычислить верхнюю границу длительности вы-
полнения операций на H этапах. Для этого на каждом 
из этапов h H= 1,  рассмотреть времена выполнения 
всех работ каждой из альтернатив и выбрать среди них 
максимальное t
hmax
.
Верхняя граница длительности выполнения опера-
ций на H этапах будет составлять: f t
h
h
H
max max
1
1
=
=
∑ .
6. Вычислить нижние границы стоимости выпол-
нения операций на каждом h-м этапе, h H= 1, .
Вычисление значений нижней границы предпола-
гает выполнение ряда следующих действий: 
6.1. Для каждого из этапов h H= 1,  ввести логиче-
ские вершины начала S(start) и окончания T(target).
6.2. Для каждого из этапов h H= 1,  рассчитать сто-
имости выполнения всех операций каждой из альтер-
натив whj .
6.3. Для каждого из этапов h H= 1,  рассмотреть сто-
имости выполнения операций каждой из альтернатив 
и выбрать среди них минимальную w
hmin
.
Множество выбранных минимальных стоимостей 
будет составлять: W w
h h
H
min min= { } =1 .
7. Вычислить нижнюю границу стоимости выпол-
нения операций на H этапах f w
h
h
H
min min
2
1
=
=
∑ .
8. Вычислить верхнюю границу стоимости вы-
полнения операций на H этапах. Для этого на каждом 
из этапов h H= 1,  рассмотреть стоимости выполнения 
операций каждой из альтернатив whj  и выбрать среди 
них максимальную w
hmax
. 
Верхняя граница стоимости выполнения операций 
на H этапах будет составлять: f w
h
h
H
max max
2
1
=
=
∑ .
Входные данные, необходимые для осуществления 
метода:
G − сетевая модель;
H – количество этапов;
Kh h
H{ } =1  – множество объемов денежных средств, вы-
деляемых для выполнения проекта на каждом этапе;
Mh h
H{ } =1  – множество максимально возможных 
альтернативных вариантов на каждом этапе;
thj  – время выполнения операций j-го варианта 
сетевой модели на h-м этапе (рассчитывается пред-
варительно по сетевой модели и представляется в 
табличном виде); 
whj  – стоимость выполнения операций j-го вари-
анта сетевой модели на h-м этапе (рассчитывается 
предварительно по сетевой модели и представляется в 
табличном виде);
T t
h h
H
min min= { } =1  – множество минимальных сроков 
выполнения этапов проекта, рассчитанных до начала 
итеративной части метода;
W w
h h
H
min min= { } =1 – множество минимальных стои-
мостей выполнения этапов проекта, рассчитанных до 
начала итеративной части метода;
f t
h
h
H
min min
1
1
=
=
∑ – нижняя граница сроков выполнения 
операций на H этапах;
f t
h
h
H
max max
1
1
=
=
∑  – верхняя граница сроков выполне-
ния операций на H этапах;
f w
h
h
H
min min
2
1
=
=
∑ – нижняя граница стоимости выпол-
нения операций на H этапах;
f w
h
h
H
max max
2
1
=
=
∑ – верхняя граница стоимости выпол-
нения операций на H этапах;
Тзадан – максимально возможное время выпол-
нения проекта. Значение Тзадан задаётся заказчиком 
перед началом планирования проекта.
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Переменные:
f ∗  – рекордное значение нормированных целевых 
функций;
fmax  – максимальное значение из двух рассматрива-
емых нормированных целевых функций;
f t  – текущее значение целевой функции (1);
f w  – текущее значение целевой функции (2);
f 1  – значение нижней границы целевой функции 
(1);
f 2  – значение нижней границы целевой функции 
(2);
fнopм
1  – нормированное значение целевой функции 
(1);
fнopм
2  – нормированное значение целевой функции 
(2);
h – номер этапа;
Sh  – остаток денежных средств после выполнения 
работ на h-м этапе;
jh  – номер варианта на этапе h;
th  – время выполнения операций на всех этапах от 
1-го до h-го включительно;
′Tnph  – нижняя граница сроков выполнения всех 
последующих этапов после h, которая представляет 
собой сумму вида:
′ = + +
+
T t tnph h Hmin min...1 ,
где времена t t
h Hmin min
,...,
+1
, являющиеся элементами 
множества T t
h h
H
min min= { } =1 , рассчитываются способом, 
описанным ранее;
′wh  − стоимость выполнения операций на всех эта-
пах от 1-го до h-го включительно, которая рассчитыва-
ется следующим образом: 
′ =
==
∑∑w w xh kj kj
j
M
k
h h
11
;
′Wnph  – нижняя граница стоимости выполнения 
всех последующих этапов после h, которая представ-
ляет собой сумму вида:
′ = + +
+
W w wnph h Hmin min...1 ,
где стоимости w w
h Hmin min
...
+
+ +
1
, являющиеся эле-
ментами множества W w
h h
H
min min= { } =1 , рассчитываются 
способом, описанным ранее.
Результат решения:
WH  – искомое решение, множество выбранных ва-
риантов j на всех H этапах.
Рассмотрим предложенный метод двухкритери-
альной оптимизации содержания проекта по срокам и 
стоимости его выполнения при наличии ограничений 
в виде последовательности шагов:
1. Полагаем
WH := ∅; T t h h
H
min min= { } =1 ; W w h h
H
min min= { } =1 ;
f t
h
h
H
min min
1
1
=
=
∑ ; f t h
h
H
max max
1
1
=
=
∑ ; f w h
h
H
min min
2
1
=
=
∑ ; 
f w
h
h
H
max max
2
1
=
=
∑ ;
h : ;= 1
f t := 0 ; f w := 0 ; f 1 0:= ; f 2 0:= ;
fнopм
1 0:= ; fнopм2 0:= ; fmax := 0  f ∗ = +∞: .
2. Принимаем jh:=1.
3. Проверяем выполнение ограничения (3) задачи 
на этапе h:
S S K wh h h hj= + −−1 ,
Sh ≥ 0 .
Вычисляем th  (время выполнения операций на 
всех этапах от 1-го до h-го включительно) путём расчё-
та длительности критического пути в сети – CPM(h,j) 
от начала проекта до этапа h включительно. Для этого 
вводится фиктивная вершина «финиш», обозначаю-
щая окончание всех операций h-го этапа.
Полагаем f tt h:= . Вычисляем ′ = + ++T t tnph h Hmin min...1 . 
Обозначим T f Tпpoeктa
t
пph
= + ′  и проверяем выполнение 
ограничения (4) задачи:
T Tпpoeктa
зaдaн≤ .
Проверяем выполнение иных ограничений, если 
они имеются. Если хотя бы одно ограничение не вы-
полняется, переходим к шагу 9.
4. Полагаем f Tпpoeктa
1 := . Нормируем f1  следующим 
образом:
f
f f
f fнopм
1
1 1
1 1=
−
−
min
max min
.
5. Рассчитываем значение: ′wh . Полагаем f ww h:= ′ .
Вычисляем:
′ = + +
+
W w wnph h Hmin min...1 .
Обозначим f W fw nph+ ′ =
2 . Нормируем f 2  следую-
щим образом:
f
f f
f fнopм
2
2 2
2 2=
−
−
min
max min
.
6. Определяем f f fнopм нopмmax max ;= { }1 2 . Если f fmax *≥ , 
переходим к шагу 9.
7. При h H<  анализируем следующий этап проек-
та, т.е. h h:= +1  и возвращаемся к шагу 2.
8. Величине f*  присваиваем новое значения f f* max:=  
и фиксируем множество W jH h h
H
:= { } =1 .
9. При j Mh h<  рассматриваем следующий вариант, 
т.е. j jh h:= +1 и переходим к шагу 3.
10. При h > 1  переходим на предыдущий этап, т.е. 
h h:= −1 . Извлекаем из памяти jh , и переходим к шагу 
9. При h = 1  и WH = {∅} задача не имеет решения, в про-
тивном случае оптимальное решение получено. При 
этом значения величин f t  и f w  для WH  определяют 
время выполнения проекта Tпpoeктa  и его стоимость F 
соответственно.
В качестве расчетного примера рассмотрим альтер-
нативные варианты выполнения работ по проекту, ко-
торые изображены на рис. 1. На каждом этапе проекта 
выбирается один из возможных вариантов выполне-
ния работ, при этом рассматриваются все возможные 
сочетания альтернативных вариантов. Для каждого 
узла рассматриваемой сети зададимся длительностя-
ми выполнения операций, а также величинами затрат, 
которые необходимы для выполнения каждой из них. 
Длительности операций указаны над узлом, стоимость 
же – непосредственно под узлом.
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Исходные данные для расчета представлены в табл. 1.
Таблица 1
Исходные данные для расчета
Этап 1 Этап 2 Этап 3
h = 1
K1 = 0,9 млн. грн.
М1 = 3
t11 = 25 дн.
t12 = 13 дн.
t13 = 13 дн.
w11 = 0,55 млн. грн.
w12 = 0,95 млн. грн.
w13 = 0,9 млн. грн.
h = 2
K2 = 6,5 млн. грн.
М2 = 3
t21 = 85. дн.
t22 = 70 дн.
t23 = 50 дн.
w21 = 6 млн. грн.
w22 = 5,8 млн. грн.
w23 = 3,45 млн. грн.
h = 3
K3 = 1,5 млн. грн.
М3 = 1 
t31 = 55 дн.
w31 = 1,2 млн. грн.
После проведенных расчетов были получены сле-
дующие результаты:
1. Время осуществления проекта составляет 118 
дней.
2. Стоимость осуществления проекта составляет 
5,55 млн.грн.
3. Для первого этапа выполнения проекта выбра-
на третья альтернатива, для второго этапа – третья 
альтернатива, на третьем этапе принят единственный 
вариант выполнения работ.
4. В случае использовании метода полного пере-
бора, без отсечения заранее не перспективных после-
довательностей работ, количество вариантов в соот-
ветствии с комбинаторным правилом произведения 
составило бы 3 3 1 9∗ ∗ =  вариантов – по 3 альтернативы 
на первом и втором этапах проекта, и один вариант на 
третьем этапе. При решении задачи с помощью пред-
ложенного метода ветви выбирались следующим об-
разом (по альтернативам):
- 1,1,1 – установлено значение рекорда f ∗ =0,864;
- 1,2,… – ветвь отсечена из-за не выполнения на вто-
ром этапе условия T Tпpoeктa
задан≤ ;
-  1, 3 ,1 – зн ачен ие р екорд а у мен ьш и ло сь до 
f ∗ = 0, 255 ;
- 2,… – ветвь отсечена из-за не выполнения на пер-
вом этапе условия Sh ≥ 0 ;
- 3,1… – ветвь отсечена из-за не выполнения на вто-
ром этапе условия T Tпpoeктa
задан≤ ;
- 3,2, …– ветвь отсечена, так как на втором этапе вы-
полнилось условие f fmax
*≥ ;
- 3,3,1 – установлено новое значение рекорда 
f ∗ = 0,119.
Таким образом, в процессе решения задачи предло-
женным методом перебрано только три полных реше-
ния, три неполных решения, которые были отсечены 
на втором этапе, и одно неполное решение, которое 
было отсечено на первом этапе.
Вывод
В работе представлены математическая модель и 
метод оптимизации содержания проекта с точки зре-
ния времени и стоимости его выполнения при нали-
чии ограничений и заданных альтернативных вари-
антах выполнения комплексов работ, представленных 
в виде сетевых моделей. Предложенная модель явля-
Рис. 1. Альтернативные варианты выполнения работ по проекту
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Интегрированное стратегическое управление, управление проектами и прогреммами
ется двухкритериальной, динамической, с булевыми 
переменными, с алгоритмической и аналитической 
целевыми функциями, с алгоритмическим и анали-
тическими ограничениями. Представленный метод 
основан на применении метода минимакса в сочетании 
с методом неявного перебора. Эффективность пред-
ложенного метода проверена на тестовом примере, 
результаты расчетов описаны в работе.
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Розглядаються проблеми фінансування 
побудови судів, які входять до складу порт-
феля проектів суднобудівного підприєм-
ства. Запропоновано математичну модель 
та відповідні алгоритми визначення кон-
трактних цін на судна, що будуються
Ключові слова: портфель проектів, суд-
нобудування, фінансування, ціноутворення
Рассматриваются проблемы финансиро-
вания постройки судов, входящих в состав 
портфеля проектов судостроительного 
предприятия. Предлагается математиче-
ская модель и соответствующие алгорит-
мы определения контрактных цен на стро-
ящиеся суда
Ключевые слова: портфель проектов, 
судостроение, финансирование, ценообра-
зование
The problems of financing the construction 
of vessels comprising the portfolio of projects 
of shipyard are discussed. The mathematical 
model and corresponding algorithms for dete-
rmination of contract prices for vessels under 
construction are proposed
Keywords: brief-case of projects, shipbuildi-
ng, financing, pricing
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